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Exercice 1 . SimilitudesLe plan complexe est muni d’'un repére orthonorrﬁﬁ]’; U, V) d'unité graphique 2 cm
Partie A :
On désigne par m un nomtnéel. On considére la transformation, Hu plan dans lui-méme qui, & tout point M d’affixeassocie le point M’
daffixe ' définie par:2' = (m+ i) z+ m-1- .
a) Donnez la définition d’'une similitude plane antrez que [ en est une.
Déterminez son rapport en fonction de m.
Une similitude plane est une transformation quitiplié les distances par un rapport k > 0.
Une transformation du plan est une applicationchije du plan dans lui-méme, c'est-a-dire que poirit du
plan possede un antécédent unique par cette ajumtica

t1{>Vé|’iﬁ0f’]3(ce nétait pas indispensable puisque I'énoncérafiir que Tm était une transformatpgjue toutpoint M’ d’affixe z’' possede
un unique antécédent M d’affixez :

z'-(m-1-1)
m+i
Pour toutz, il existe un unique tel quez = T(2). Tm est bien une transformation plane.

z'=(m+ ) z+ m1- i= z-(m-1- )= (m+ )z= z= , carm est réel donm+i#0

% Montrons que {, multiplie les distances par un rapplort O .
M'N'=|z - z'M|=‘(m+i) Z+m-1-i-((m+ 1) g+ m-1- i)‘=|( m)| 2 A=V w1 = Jg=v 2\l N

Tmest donc une similitude plane de rapporty m?+1> 0.

b) Peut-on choisir m de telle sorte qugsbit une translation ? |
L’écriture complexe d’'une translation est de lanfer’ = z + b avec hIC.

Pour que T, soit une translation , il faudrait que+ i = 1 c'est-a-diren=1—1i.

Ceci est impossible canest un réel.J ne peut pas étre une translation.

c) Déterminez le réel m de telle sorte quesdit une rotation. Précisez alors le centre ehfje de cette rotation.
Une rotation conserve les distances, c’est doecsimilitude de rappokt = 1.

Pour que T, soit une rotation, il faut donc qwml: 1,orvm+l=1e m2+1=1- .

Dans ce cas,gls’écrit z’=iz—1 —i c'est-a-dire 2’ — (—i)iEz — (- 1))

2 (2 (-1).
[l apparait ainsi queglest une rotation de centre A d'affixe (- i) etrojée g

Partie B

Dans la suite de I'exercice , on pose m = 1 et atensimplement T la transformation,T.
1°) a) Calculez I'affixe du poin€ invariant par T .

T a pour écriture complexe : 2’ = (1 +i)z—1i.
Q , point invariant par T signifie : T§) = Q
L’affixe o du pointQ veérifie donco=(1+i)o—idouio =i , doncw = 1.

Q est le point d’affixe 1.

| b) Prouvez que T est la composée d’une homotigdiene rotation bien choisies.




Notonsh ’lhomothétie de centr€ , de rapport\/§ etr la rotation de centr@, d’anglei—Trad

Déterminons I'écriture complexe de la compogéehor

zOT™ 2O 2 avec z —e4( ~1)+1 et

z--:ﬁ(z'—1)+1:fz(é3( z—:l)+1—]}+ Ve (2 )+ B(2)( 2 3( 1)z

Nous retrouvons I'écriture complexe de T : Th=r

c) Montrez que , si M est distinct 62 , alors le trianglel MM’ est rectangle isocéle en M.

Le triangleQ MM’ est rectangle isocele en M, équivaut & Q

MM =M Q et (Wﬁ; MM ) = ig [2m]. (Sur la figure ci-contre ce serait; )

Calculons

w-2z 1-z 1- z 1- z

z-7_ (1+i)z—i—z_ iz— | —i(l‘ 2) _

Nous utilisons ensuite, classiguement , modulegtraent :

=14
. arg( j arg(—l)——[ZI] (MQ W)

Le triangleQ MM’ est bien rectangle isocéle en M.

Z_Z‘ 2= 4_| ||_1_% doncMM’ = M Q

2°) On définit dans le plan une suite de pointg)@h posant M= 0O, M, = T(My)

....... et , pour tout entier naturel non nul,, M T(M,_9)

|a) Construire les pointiM1 , M2, M3, et My |

0IMO 4o Q M4

d1
d2 d3

M2

b) Pour tout entier n , on posgd Q M,. Quelle est la nature de I4
suite(d,) ? Déterminez sa limite.

R

T est une similitude de rappov@ les distances sont

donc multipliées paﬁ.
Pour tout n, entier naturel ,

T(Q)T(Mn)= V2 QM,
c'est-a-direQ M, .= V2 QM,,
ou encore g1 = \/E dn

(dn) est une suite géomeétrique de raisf> 1.
Cette suite a donc pour limitecs




Exercice 2. Probabilités.

(c’est a dire strictement supérieur au seuil tojéré

Mais il n’est pas parfait. :

@A un taux d'alcoolémie excessif, I'éthylotest estitif 96 fois sur cent.

@A un taux d'alcoolémie acceptable, I'éthylotestpssitif 3 fois sur cent.

On suppose que ces résultats portent sur un édlmnsuffisamment important pour qu'ils soient camss.
Dans une région, 95 % des conducteurs d’automobitésin taux d’alcoolémie acceptable.

On soumet au hasard un automobiliste de cette régiéthylotest.

On définit les événements suivants :

T : « L'éthylotest est positif » : &Le conducteur a un taux d’'alcoolémie excessif »

1°) Faire un arbre pondéré traduisant les donnéesériques de I'énoncé.

Un laboratoire a mis au point un éthylotest. Thgaement , celui-ci devrait étre positif lorsqu’ymersonne testée a un taux d’alcoolémie exce

ssif

Traduction des données :

pg (T) = 0,96 ; ps(T) =0,03; p(S)=0,95
0,95 003 T
S < )
097 T

| 2°) Quelle est la probabilité qu’un automobilisti¢ an taux d’alcoolémie excessif et que I'éthylotest positif.

PSN T) =p(S) x pg (T) = (1 -p(S)) x pg (T) = 0,05 x 0,96 £ 0,048.

| 3°) Calculez PT)

Utilisons la formule des probabilités totales tSSeformant une partition de I'univers :
PN =p(TNS)+p(TN S)

Donc : p(T) =p(S) X pg (T) +P(S) x pg(T) = 0,048 + 0,95 x 0,03 = 0,0765

| 4°) Quelle est la probabilité que I'automobiliste an taux d’alcoolémie excessif si I'éthylotedt gssitif ?

_ pSNT) _ 0048 _[32 _ ]
Pr &)= Tom T T 00765 51~ 05

| 5°) Quelle est la probabilité que I'automobilisti an taux d’alcoolémie acceptable si I'éthylotest négatif?

_p(SNT) _095x0,97_0,9215_
n(T) 1-0,0765  0,9235

0]}

0,998.

p7(S)

| 6°) Quelle est la probabilité que I'éthylotest denim résultat erroné ?

Notons E I'événement « L'éthylotest donne un régdtroné »
P(E)=p(TN S)+p(T N'S) =0,95%0,03 + 0,05%0,04 = 0,0305.
Dans environ 3% des cas I'éthylotest donne un tatseironé.



Exercice 3 : Suites numeériques

Partie A :

Po =0 =1
On considére les suite(spn)n>0 et (qn)n>0 définies conjointement par : P,,;, = P, + ¢, pour n=0
O = Py 20, pournz0

1°)Calculer P, @, P, O, Pyet Q.

1.0ntrouvep =po+Qo=2 g1 =pPo+t2Qo =3 P =5 =8 p3=13 et g=21

2°)a)Montrer que : Pourtoun=Qona: p,>0et g > 0.

On fait un raisonnement par récurrence :

La proposition P(n)est: p,>0etg >0 © il faut gérer les deux a la fois

Initialisation: Poum = 0, B=0o=1>0 P(O)estvraie

Hérédité: P(n) vraie entraine - t -ell@(n+1) vraie ?

supposons que > 0 et ¢, >0 etdémontrons que,p1>0et +1> 0.

Onaph+1 =pntgndoncp,+1 >0 (somme de deux positifs) et ,.q =pn+ 2 gn (Somme de deux
positifs)

doncgn+1 >0 . LapropriétP(n+1) estdonc vraie .

Conclusion: D'apres I'axiome de récurrence la propositionveaie pour tout n . Pour tout entier naturgl
p,>0etqg,>0

2°)b) Montrer que : Pour todd =1on a: a,> P,

La récurrence n’est pas indispensable , mais oagioen faire une.
Pourn>Oonadg,-p.,=6¢ or q,>0(cf2a) doncgn+ > Pn+1 pourtoutn=0

Ce qui équivaut a : Pour toutz1lona:q, > p,..

2°)c) Montrer que : Pour toun =1ona: p, = 2n.

On fait un raisonnement par récurrence

Initialisation: Poum=1, p=2 32> 2 P(1)est vraie

Hérédité: P(n) vraie entraine - t -ell®(n+1) vraie ?

supposons qu, = 2net démontrons que, ., = 2 (n + 1).

Puisque p+1 =pPn+Qn alors ph+1 >pnt+pn carg,>p, ,donc p+122n+2n22n+2
(car n>1 implique 2 > 2) : La propriété>(n+1) estdonc vraie

Conclusion: D’apres I'axiome de récurrence la propositionvegie pour toun=1  on a:p, =2n.

3. Déterminerlim g, et lim p,.
n- o n- oo

Puisque > phn=2netque limR2=+oo il en résulte, en utilisant les théoremes de coargzn, que
X — +0o
lim p,=1lim q,=+0c.
X— +00

X — +00

Partie B

On considere la suittéun)n>0 définie pour toutn = O par u, = & . 1°)CalculerU,, U;, U, et U,.

n




2 5 13
1.Ontrouve y=1, u1= — U= — et = —,
g 1mglmg BTy

2. Montrer que pour tounn = QOon a: u, > 0.

© Inutile de se compliquer la vie !!

Puisquep >0etg, >0 U = Pso (quotient de deux nombres strictement pa3itif

n

3. Vérifier que pour tounn 2 0ona: U.,, = f(U,) oufetla fonction définie paif (X) = X:; :
& +1 L
+ + ..
Pourn>0,0ona 1= Pra- B?% - % _ 4 (en divisant par g> 0) donc y+1=f (uy).
Onsa pn+2q"| &+2 l'In-'-2
On

4. Etudier les variations de f SL[rO; +00[ et en déduire, éventuellement a I'aide d’'un raisement par récurrence, la monotonie de la suite

(un)nzo'

1 . . . <
On trouvef '(x) = (—2 doncf est strictement croissante sur [ 0¢of On conjecture a l'aide des
X+2
premiers termes que la suite est décroissante .
Démontons par récurrence qugsy< un pour tout > 0.
Initialisation:

Pourn=0, Onauy= %sl = up donc P(0)est vraie

Hérédité: P(n) vraie entraine - t -ell®(n+1) vraie ?
supposons quequ 1< U, et démontrons queu 2< U + 1.
f étant croissante sur [ 0 ;o¢[, Up+1<U, implique f(Up+7)< f(UR) SOIt Up+2< Up+s
La propriétéP(n+1) estdonc vraie
Conclusion: D’apres I'axiome de récurrence la propositionveaie pour touin >0
donc (u,) est décroissante

é & fonction et suite n'ont pas forcément le méme porement

5. Justifier que( u, )n>0 est convergente.

(un) convergecar c’est une suite décroissante et minorée paOh sait de plus que sa limite vérifie> 0

6. Déterminerlim u,,.

n-oo

d’apres le cours f étant continue sur [0 ; do[ : L estune solution de I'équation= f(X)

donc L=£ dou L2 +2L=L+1 soit:
L+2

L2+ L-1= 0 onrésout cette équatiorsdoond degré , on trouve deux racines et la sealenant est
| S1HV5

la racine positive >



Exercice 4: Arithmétique :
1. On considére I'équation (E) : 109x — 226y = 1@t y sont des entiers relatifs.
a. Déterminer le pgcd de 109 et 226. Que peutrocoaclure pour I'équation (E) ?
109 est un nombre premier et 226 n’est pas unpreide 109 donc pgcd(109 ; 226) = 1.
L’équation diophantienne (E) admet donc des cougdgtions entiers.
Dans le cas ou I'on n'aurait pas remarqué de 10@resombre premier, on met en ceuvre I'algorithme
d’Euclide sur les entiers = 226 etb = 109 .On effectue les divisions euclidiennes sssives :
226 =2x 109 + 8

109=13x8+5
8=1x5+3
5=1x3+2
3=1x2+1

2=2x1+0 donggcd(226, 109) = 1.

b. Montrer que I'ensemble de solutions de (E)’essemble des couples de la forme (141+226k, 68k10u k appartient &, .
En déduire gu’il existe un unique entier naturehrmal d inférieur ou égal a 226 et un unique entiaturel non nul e tels que 109d = 1+226e. (O

=]

précisera les valeurs des entiers d et e.)

On peut présenter la rédaction de plusieurs fagans la mesure ou les solutions sont données.
Par exemple :
% On vérifie que les couples de la forme (141 H288 + 10%) sont bien des solutions de (E) :
109x (141 + 22&) — 226x (68 + 10%) = 109x 141 — 226< 68 =1
& Montrons ensuite, que ce sont les seuls.
Notons &, y) un couple solution quelconque (Il y en a d’apaéguestion 1.a).
On écrit le systeme :
{ 10X — 226/ =1

109x 141 — 226< 68 = 1
En retranchant membre a membre :
109 — 141) — 226(—68) =0

109 — 141) = 226(— 68) (%)
On en déduit que 226 divise le produit 209(141). Mais, par ailleurs, pgcd(226, 109) = 1.
Donc d’'apres le théoréme de Gauss, 226 diwvisd41.
Il existe donc un entier relatiftel que x— 141 = 228 c'est-a-direx = 141 + 226.
En remplagant dans la relatiof ), nous obtenons :
109x 226k = 226f — 68) d’'ou 10R =y — 68 c'est-a-dirg = 68 + 10%.

Les couples d’entierx(y) solutions de I'équation diophantienne £69226/ = 1 sont de la forme
(x,y) = (141 + 228, 68 + 10%) ouk est élément dZ..

Recherchons la valedr dex = 141+ 22& telle que :

0<d<226 & 0<141+226k< 226 & —141<228<85 o -4y 85
226 226

Et commek est un entier, la seule possibilité esk = 0.

Dou: d=141.

Et lorsquek vaut 0, la valeue dey est alors égale a 68.

Ainsi, on a bien :

10d = 1 + 22@ avecd inférieur ou égal a 226.

| 2. Démontrer que 227 est un nombre premier.

Un entier naturel est premier lorsqu’il admet egawtnt deux diviseurs positifs : 1 et lui-méme.



Liste des nombres premiers inférieurs a 100 :
2;3;5;7;11;13;17;19;23;29;3A7,;41;43;47;53;59;61,;67;71;73;B3;89;97.
Pour savoir si un nombre « assez gramcest premier, on teste si ce nombre est divisiatdgs nombres
premiers inférieurs dﬁ !

On teste si 227 est divisible par les nombres presminférieurs §/227 :

227 est-il divisible par 2 3 5 7 11 13

non non non non non non

Donc 227 est premier.

3. 0On note A I'ensemble des 227 entiers naturéddssquea < 226.

On considere les deux fonctions f et g de A datéfiies de la maniére suivante :

a tout entier de A, f associe le reste de la divistuclidienne déa.lo9 par 227 ;

a tout entier de A, g associe le reste de la divigiuclidienne da par 227.
a. Vérifier que g[f(0)] = 0.

f(0) est le reste de la division euclidienne #& par 227 donc : f(0) = 0.
On a don@[f(0)] =g(0). Org(0) est le reste de la division euclidienne & par 227 doncg(0) = 0.
Finalement g[f(0)] = 0.

b. Montrer que, quel que soit Ientier non nulad, a%° =1 [227] .

Soita un élément non nul de A (A est 'ensemble ddees naturels compris entre 0 et 226).

Donc l'entiera n’est pas divisible par 227.

Comme 227 est premier (d’aprés la question 2)rd&fe petit théoréme de Fermat, ona&> = 1 [227]
Ceci étant valable pour tout élément nonande A.

| c. En utilisant 1. b., en déduire que, quel quelsmtier non nul ade A, g[f(a)]=a. Que pean dire de f[(g (a)]=a ?

Soita non nul . On a, modulo 227 :

glf(a)] = (f(@)** = a %4 [227].

Mais d'apres la question 1.b., on sait qued091=1+ 226x 68.
D'ou :g(f(a)) = a'%%* = a &% [227].

Et d'aprés la question 3.b. on sait gff@ = 1 [227] donc :

g f(@] =a[227]. Dou:g[f(a)] =a puisque a appartienta A

Les fonctionsf etg commutent ; en effet, pour tout entser

flo@)] = (g(@)*™ = a'®** = g[f(a)] [227].
On a donc également, pour tout ensieron nul deA : f[g(a@)] =a.



